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Cuprins:

Proprietati uzuale;

Inegalitdti elementare, metode de rezolvare;

Inegalitdti remarcabile, demonstratii;

Aplicarea metodelor studiate Tn demonstrarea inegalitdtilor algebrice ;

Al e

Probleme propuse, indicatii, evaluare.

1. PROPRIETATI UZUALE:
Proprietatile relatiei de ordine >. Ne sunt utile urmatoarele propozitii:

I: Fie a,b,c,d € R, ,b#0, d&40, astfel incat % > 2 . Atunci ad > be.

.: Fie a,b,c,d e R, astefl iIncit a>c,b>d. Atunci a+b>c+d .
(mai multe inegalitati de acelasi sens se pot aduna obtinandu-se o noua inegalitate)

l: Fieab,c,d e R, ,asteflincdt a>c,b>d . Atunci a-b>c-d
(mai multe inegalitati de acelasi sens cu toti membri numere positive se pot inmulti obtinandu-se o noua
inegalitate). Inegalitatea devine egalitate daca si numai daca a=b si c=d.

Breviar teoretic:

. . . i vl A AT %L A . . 2
° > ; 5
Una din primele inegalitati intdlnite in gimnaziu este a” 20 oricare ar fi a numir real.

e Daci neN,n>2,atunci ¢’ +a,” +..+a,” 20,(V)a, eR,i=1,n

Egalitatea are loc daci si numai daca a,=a,=...=a,=0

n

2. INEGALITATI ELEMENTARE;
Inegalitati elementare

° a+122,(V)a>0
a

. 3+E22,(V)a,b>0
b a

e a’+b’+c’2ab+bc+ca,(V)a,b,ceR

In aceastd tema vom discuta despre cateva inegalitati, s le spunem elementare si inegalititi clasice
(remarcabile), deosebit de importante: inegalitatea mediilor, inegalitatea lui Cauchy-Schwarz, etc...

Vom utiliza in aplicatii trei metode de baza pentru demonstrarea inegalitatilor: metoda reducerii, a
spargerii si metoda bazata pe utilizarea inegalitatilor remarcabile prezentate mai sus.



METODE DE REZOLVAREA A INEGALITATILOR:

o Metoda reducerii — consta in efectuarea de operatii simple asupra inegalitatii pana se ajunge la

o forma despre care putem spune cu certitudine ca e adevarata, de exemplu se foloseste ipoteza sau
proprietatea (a ib)2 > 0 sau faptul ca o suma de patrate este mai mare sau egala cu 0.

Exemplu:

Aratati ca %+2 > 2,(V)a,b >0
a

Solutie:
2 2
3+E22:> a ;b >2=a’+b*>2ab= (a—b)2 >0 (adevarat).
a a

Metoda spargerii — se bazeaza pe proprietdtile relatiei de ordine > i aplicarea inegalitatilor
elementare.
Exemplu:
Sa se demonstreze ca oricare ar fi numerele a, b, ¢ pozitive, avem:
a’+b*+c?>ab + beteca
Solutie:

Metoda reducerii:
a’+b’+c’>ab+bc+cal2=2a*+2b’+2¢c’ >2ab+2bc+2ca

=a’—-2ab+b’+b’—2bc+c’+c*—2ca+a’ >0 :(a—b)2 +(b—C)2 +(C—a)2 >( (adevarat)
Metoda spargerii:

(a—b)2 >0=a’—2ab+b*>0=a’+b*>2ab

Stim ci (b—c)2 >0=b*—2bc+c*>0=b’+c’>>2bc
(c—a)2 >0=>c’—2ca+a’>0=c’+a’>2ca
a’ +b> >2ab
= b’ +c* >2bc
¢’ +a’>2ca
a’+b’+b’+¢’ +¢ +a’ = 2ab+2bc + 2ca = 2a’ +2b” +2¢” > 2ab+2bc + 2cal: 2

de unde se obtine inegalitatea ceruta.
Aplicatii:

1) Sase demonstreze ca pentru orice numere reale pozitive au loc inegalitatile:

a) a+b22@ ;
(a+b]2
b) >ab;
2
¢) ab(a+b)+bc(b+c)+calc+a)> 6abe

d) (a+b+c)(l+l+lj29;
a b

C




3. INEGALITATI REMARCABILE

Ne vom ocupa de demonstrarea unor inegalitati remarcabile i anume inegalitatea mediilor,
identitatea lui Lagrange si inegalitatea lui Cauchy-Buniakovski-Schwarz (pe care o vom nota
prescurtat CBS) urmand ca celelalte inegalitati importante sa le studiati in clasa a VIII-a si in anii de liceu.
Aceste inegalitati remarcabile le vom folosi in demostrarea unor inegalitati date $i vom numi metoda

aplicata: Metoda inegalitatii remarcabile.

1. INEGALITATEA MEDIILOR:
min(a,b) <Mp< M,< Ma<M,< max(a,b),unde asib € R,

2
M, =TT (media armonicd); M, =+/ab (media geometrica);

1.1
a b
2 2
+b
M, = a;b (media aritmetica); M = 2 5 (media patratica)
2 a+b _ |a’+b’
Daci a<b, atuncia<7~ | <~ab < 5 B 5 <b
a b

(egalitatea are loc daca a=b).

2. IDENTITATEA LUI LAGRANGE
(a2 +b* )\’ +d2): (ac +ba’)2 + (ad —bc)2 sau
(a2 +b7 Ya? +b2)=(a,a, +bb, )} +(a,b, —ayb, )
3. INEGALITATEA LUI CAUCHY-BUNIAKOVSKI-SCHWARZ (CBS)
(32 +b2)(x2 + yz) > (ax +by)2
(a2 +b’ +cz)(x2 +y? +zz) 2(ax+by+cz)2
in general: (al2 +a, +..+ aanb]2 +b,’ +...+bn2)2 (a,b] +ab, +..+a bn)Z

4. INEGALITATEA LUI BERNOULLI

Fie az—l,nEN , atunci (1+a)” >1+na

5. INEGALITATEA LUI TITU ANDREESCU
2 2 2
Cl_ + b_ 2 M

(V)a,beR,x,y>0;
Xy  x+y
2 2 2
L@, 4, 2(a1+a2+...+an)
X, X x X, X, ot x,

n

2
ai

,(‘v’)ai eR,x, > 0,i=1,_n,n >2

6. INEGALITATEA LUI MINKOVSKI
Jai +al+..+a’ +b+b +..+b2 2\(a, +b, ) +(a, +b, ) +...+(a, +b, )




7. INEGALITATEA LUI CEBASEAV
[ Dacd aj< a<..<a,$i bj<by<.<bn, ne N°
Atuncp: @1t @byt tab, ata, tota, btb t..+b,
n n n
II. Dacaa;<a<.<a,sib>by>>.>b, ne N*

Atunci: ab, +a,b, +...+a,b, A ta +.ta, .bl +b,+..+b,
n n n

Demonstratii:
4 Inegalitatea mediilor (pentru doui numere):

2 a+b _ |a’+b’
IS ab < 5 < > < b,undeasibeR sia<b

as

1
7+7
a b
v aSMh
Demonstratie:
2 1 1 a a . ) )
a< 1 :>a~(—+—)£2:>1+E£2:>g£2:>a£b,adevarat, conform ipotezei
a
7+7
a b
2 2 1 1 2 1 2
v ——<ANab= <, J—=-= < =>2Vvab<La+b=4ab<(a+b
MM, < l+l a+b \Na b a+b ab ( )
a b

1 1
Demonstratie: inlocuim — cu a si 5 cu b si obtinem
a

2 11 2
<+ab = < J=—= <

1 1- a+b ab a+b \/E

= 2Jab <a+b=dab<(a+b) = dab<a® +2ab+b* = (a—b) >0

a+b

v MgM, < Vab <

Demonstratie:

Incercati voi:

2 2
v MM, < a;—bS fa ;b

Demonstratie:

Incercati voi:

2 2
+b
v Mpsh < ? 5 <b
Demonstratie:

Incercati voi:



+ Identitatea lui Lagrange: (a2 +b’ ) (02 +d’ ) = (ac+bd)” +(ad—bc)’

Demonstratie:
Aplicam metoda reducerii si efectuand calcule obtinem:

(a2 +b2)(c2 +d2) =(ac +bd)2 +(ad—bc)2 =a’c? +a’d* +b*c? +b’d* =a’c? + 2acbd + b*d? + a’d* —2adbc + bc?

= a’c’ +a’d* +b’c? +b*d? =a’c? + 2acbd + b*d* + a*’d* —2adbc + b’c? < 0 =0, evident adevarat.

4 Inegalitatea lui Cauchy-Buniakovski-Schwarz
(a2 + bz)(x2 + y2) > (ax + by)2
(a2 +b’ +cz)(x2 +y’ +z2)2 (ax+by+cz)2

Demonstratie:
Metoda inegalititii remarcabile:

Aplicam identitatea lui Lagrange si obtinem (a2 +b’ )(x2 +y’ ) = (ax + by)2 + (ax — by)2 > (ax + by)2
Metoda reducerii: Sa aplicam aceasta metoda pentru CBS cu trei numere:

(az+b2+(:2)(x2+y2+zz)2(ax+by+cz)2

=a’x’+a’y’ +a’Z" +b’x> +b’y? +b’Z7 + *xP + Pyt +¢’Z° > a’x’ + b’y +¢’Z° + 2axby + 2bycz + 2axcz
=a’y’ +a’z’ +b’x’> +b’z" +c’x* +¢’y’ — 2axby — 2bycz — 2axcz > 0
= (atzy2 —2aybx +b’x’ ) + (bzz2 —2bzey +c’y’ ) + (3222 —2azex +¢’x’ ) >0

= (ay—bx)2 +(bz—cy)2 +(az—cx)2 >0

4. APLICAREA METODELOR STUDIATE iN DEMONSTRAREA
INEGALITAIILOR ALGEBRICE ;
v' Aplicarea inegalititilor elementare si a inegalititii mediilor
1) a)Dacax, y si z sunt trei numere reale pozitive, aratati ca:
Xy +xz+yz<x*+yt+ 27

b) Daca a,b,c €(0,), aratati ca:

a b c 1 (1 1 1

> +— +— <—| —4—+—

a +bc b +ac c¢c +ab 2 \a b c
(OL Caras-Severin, cls. VIII 2017)

1

a a

< =
a’+bc  2abe 2+bc
2) Fie a, x, y numere reale pozitive cu proprietatea ca

x(y—a)=yla—x).

Indicatie b): o +be =a* +(be) 2 2abe =

Aratati cd a® <xy

(GM 4/2017)



3) Aratati ca

x+y+1 xX+y+2 x+y+2016 >2016
Jo +(x+1)(y+1) f Jx+2)( y+2 \/7+\/x+2016)(y+2016)
(GM 5/2015)
Indicatie:

Demonstram ca fiecare raport este >1, prin Insumare se obtine cerinta. Folosim inegalitatea

x+y+n

\/_y-l-w/ x+n y+71

: : a+b _ [a’+b’
4) a) Aratati ca oricare ar fi a>0, b>0 numere reale avem 2 < 5

.. . 2 .
b) Daca a,b,c sunt numere reale pozitive astfel incat \/; + \/E + \/_ = Pt demonstrati ca

\/83+E+\/8b+£+\/80+321
2 2 2

5) Fie a,b,c trei numere reale mai mari sau egale decat -2, avand suma nula.

mediilor M>M, si ardtdm ca

(SGM 11/2014)

a) Demonstrati cd @’ —3a+2>0;
b) Ardtatica a’ +b’ +¢’ > 6.
(C.Interjud. Traian Lalescu 2011, cls.VIII, enunt modificat)
6) Fie a, b, ¢ lungimile laturilor unui AABC.
a) Sa se determine natura AABC daca are loc relatia a® +b> +c¢* =ab+bc+ca
b) Daca c are valoare constanta, iar expresia (p-a)(p-b) are valoare maxima, sa se demonstreze ca triunghiul
este isoscel (s-a notat cu p semiperimetrul triunghiului).
7) a) Sa se demonstreze ca dintre toate dreptunghiurile cu acelagi perimetru, patratul are aria maxima,
b) Sa se demonstreze ca dintre toate dreptunghiurile cu aceeasi arie, patratul are perimetrul minim,
c) Fie a lungimea ipotenuzei unui triunghi dreptunghic, iar S aria sa. Sa se demonstreze cd daca

a . . )
ES S, atunci triunghiul este isoscel.

Indicatie:
a) Fie a,b dimensiunile dreptunghiului si P-perimetrul, A-aria

Din Jab <40

echivalent cu conditia de egalitate)
b) P=2at2b>4+ab =4 JAa; perimetrul este minim daca a=b, deci dreptunghiul este patrat;
¢) Ridicand relatia data la patrat si aplicand teorema lui Pitagora, obtineti cerinta.

2 2
(inegalitatea mediilor)= ab < [a ;rbj = A=ab< [a il bj , conditia de maxim este

v’ Aplicatii ale Identitatii lui Lagrange:
8) Demonstrati ca (a2 +b* \c* +d*? ) (ac + bd ) (inegalitatea CBS)
Indicatie: Aplicdm identitatea lui Lagrange



v’ Aplicatii ale Inegalitatea CBS:
2 2 2, 2

%) (a+b+c) S3(a +b +c ),(V)a,b,c eR

Indicatie: aplicati CBS pentrux =y=z=1

10) Dacd aj, a,, by, by sunt numere reale care satisfac conditia ab, + a,b, =1
atunci (a} +aj)- (b} +b3)>1.

v’ Aplicatii ale Inegalititii lui Titu Andreescu:
11) Demonstrati ca:

2 2 2
a

a) —+—+C—2a+b+c,(V)a,b,c>O;
b ¢ a

a+b> b+t +a’
+ +

b) 2a+b+c,(V)a,b,c>0;

a+b b+c c+a

5. PROBLEME PROPUSE. INDICATII. EVALUARE.

12) Sa se demonstreze ca pentru orice numere reale pozitive au loc inegalitatile:
a) 6> V2 ++/3 + /6 (indicatie.: aplicati inegalitatea cunoscuta: a®+ b’ + ¢ > ab + betca);
O |
b) dacad atb+c=1, atunci —+—+—2=>9
a b c
c) Daca a, b, c sunt numere reale strict pozitive atunci:

a+b b+c c+a
+ + >6.

c a b
13)

Aritati ca: (a+ b)(l + l) >4
a b
Indicatie:

Metoda reducerii: efectuati calcule

: e : o . 1 1
Metoda inegalitatii remarcabile: aplicati M, > Mg pentru numerele a si b, respectiv — si 3
a

14) Sa se arate ca: n(1 +%+%+ +l) > (n+ 1)(%+%+ +lj , pentru orice numdr natural n>1.
n n

o N | I .. : x . . .
(Indicatie: notati x=5 + g +...+— si inegalitatea se transforma intr-o inegalitate simplu de demonstrat)
n

: : N N, \J2n(2n +1

15) Demonstrati ca oricare ar fi n numar natural nenul avem :ﬁ'f- 20 + 42 +...+ n(2n+1) <2
5 9 13 4n+1 2

J2nn+1) \2n(2n+1)

dn+1 2n+2n+1

Indicatie: Observam cd termenul general ce ne duce cu gandul la

inegalitatea mediilor pentru 2n si 2n+1.
16) Demostrati ca:

a’+b’ +b2+02 ct+d? +d2+a2

+
a+b b+c c+d d+a

2a+b+c+d,(V)a,b,c,d >0

9

Indicatie: vezi ex.11 de mai sus.



